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摘 要：给出了在非完备的 b-度量空间上满足ϕ-隐式压缩条件或线性压缩条件的 4个非连续的且满足弱相容条

件的自映射具有唯一公共不动点的存在定理。所得结果推广和改进了许多相应的公共不动点定理。最后，给出

实例支撑本文的主要结果。
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Theorems on the unique common fixed point for four non-continuous
self-mappings on non-complete b-metric spaces

PIAO Yongjie
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Abstract：Several unique common fixed point theorems for four non-continuous and weakly compatible
self-mappings satisfying ϕ-implicit contractive condition or linear contractive condition are given on non-

complete b-metric space. The obtained results generalize and improve many corresponding common fixed
point theorems. Finally，one of the main results is supported with a relevant example.
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Czerwik[1]于 1993年引入了 b-度量空间，即度量型空间的概念并在完备的 b-度量空间框架下推广了

Banach压缩原理（Banach不动点定理）。之后，一些研究者在 b-度量空间上讨论并得到了满足各种形式的

映射的唯一不动点定理［2-10］。2014年，Roshan等 [11 ]
在 b-度量空间上给出了若干个满足广义压缩条件的 4个

映射的唯一公共不动点定理，此处 b-度量未必是连续的。文献［11］中的广义压缩条件是 Ćirić[12 ]型压缩

条件及Hardy-Rogers[13 ]型压缩条件的推广形式，其结果大大地推广和改进了许多（公共）不动点定理。

在本文，通过除去自映射的连续性，用弱相容代替相容并利用一类新的隐式压缩条件而不是 Ćirić型
及Hardy-Rogers型压缩，在非完备的 b-度量空间上给出文献［11］中的相应结果并举一个实例支撑主要结

果。同时，我们在相同的空间上给出具有一类线性压缩条件的4个映射的公共不动点定理。

1 基本知识

给出本文中需要的若干定义及相关结果。

定义 1[1 ] 设 X是非空集合，k ≥ 1是给定实数。称函数 d：X × X → R+为一个 b-度量，如果对任何
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x，y，z ∈ X，下列条件成立

（b1） d ( x，y ) = 0 ⇔ x = y；
（b2） d ( x，y ) = d ( y，x )；
（b3） d ( x，z ) ≤ k[ ]d ( x，y ) + d ( y，z ) .

称 (X，d )为具有 k ≥ 1的 b-度量空间。b-度量空间类明显大于通常的度量空间类，事实上，b-度量是通常度

量当且仅当 k = 1 .
例1 [14 ] 设X = { x1，x2，x3，x4}且d ( x1，x2 ) = k ≥ 2，d ( x1，x3 ) = d ( x1，x4 ) = d ( x2，x3 ) = d ( x2，x4 ) = d ( x3，x4 ) =

1，d ( xi，xj ) = d ( xj，xi ) (对所有 i，j = 1，2，3，4)及 d ( xi，xi ) = 0 (对所有 i = 1，2，3，4). 则 d是具有 k 2的 b-度量空

间，但不是通常度量空间，这是因为当 k > 2时d ( x1，x2 ) > d ( x1，x3 ) + d ( x3，x2 ).
例 2[14 ] 设X = R为实数集合。令 d ( x，y ) = ( x - y )2（对所有 x，y ∈ X），则 d是具有 k = 2的 b-度量空间，

但不是通常度量，这是因为d ( -1，1) = 4 > 2 = d ( -1，0) + d (0，1).
定义2[1，11，14 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b -度量空间，{ xn}为X中的序列 .
（a） 称{ xn}收敛于 x ∈ X是指当n → ∞时d ( xn，x ) → 0. 此时，记为 lim

n → ∞ xn = x.
（b） 称{ xn}为柯西的是指当n，m → ∞时d ( xn，xm ) → 0.
（c） b-度量空间 (X，d )是完备的是指X中的每个柯西序列都收敛。

命题1[15 ] 在具有 k ≥ 1的 b-度量空间 (X，d )中，如下结论成立

（i）每个收敛序列有唯一极限；

（ii）每个收敛序列都是柯西的；

（iii）一般情况下，b-度量未必是连续的。

因为一个度量未必是连续的，因此下列引理对 b-收敛序列是非常重要的。

引理1[11，14，16 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间。假设{ xn}和{ yn}分别收敛于 x和 y. 则
1
k2
d ( x，y ) ≤ lim inf

n → ∞ d ( xn，yn ) ≤ lim sup
n → ∞

d ( xn，yn ) ≤ k2d ( x，y ).
特别地，如果 x = y，则有 lim

n → ∞ d ( xn，yn ) = 0. 进一步，对任何 z ∈ X，如下结果成立

1
k
d ( x，z ) ≤ lim inf

n → ∞ d ( xn，z ) ≤ lim sup
n → ∞

d ( xn，z ) ≤ kd ( x，z ).
引理 2[11 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间。如果两个序列 { xn}和 { yn}满足 lim

n → ∞ d ( xn，yn ) = 0且存在

x ∈ X满足 lim
n → ∞ xn = x，则 lim

n → ∞ yn = x.
引理3[14，16 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间且{ xn}是X中的序列使得

d ( xn，xn + 1 ) = 0. （1）
如果{ xn}不是柯西序列，则存在ε > 0及{ xn}的两个子序列{ xn ( i)}和{ xm ( i)}使得如下4个序列

d ( xm ( i)，xn ( i) )， d ( xm ( i)，xn ( i) + 1 )， d ( xm ( i) + 1，xn ( i) )， d ( xm ( i) + 1，xn ( i) + 1 )
满足如下性质

ε ≤ lim inf
i → ∞ d ( x m ( i)，xn ( i) ) ≤ lim sup

i → ∞
d ( x m ( i)，xn ( i) ) ≤ εk， （2）

ε
k
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i)，xn ( i) + 1 ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i)，xn ( i) + 1 ) ≤ εk2， （3）
ε
k
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i) + 1，xn ( i) ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i) + 1，xn ( i) ) ≤ εk2， （4）
ε
k2
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i) + 1，xn ( i) + 1 ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i) + 1，xn ( i) + 1 ) ≤ εk3. （5）
引理4 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间且{ xn}是X中的序列使得

d ( xn，xn + 1 ) = 0.
如果{ xn}不是柯西序列，则存在ε > 0及{ xn}的两个子序列{ xn ( i)}和{ xm ( i)}使得如下4个序列

d ( xm ( i)，xn ( i) )， d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 )， d ( xm ( i) - 1，xn ( i) )， d ( xm ( i) - 1，xn ( i) - 1 )
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满足如下性质
ε
k
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i)，xn ( i) - 1 ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i)，xn ( i) - 1 ) ≤ εk2， （6）
ε
k
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i) - 1，xn ( i) ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i) - 1，xn ( i) ) ≤ εk2， （7）
ε
k2
≤ lim inf

i → ∞ d ( x m ( i) - 1，xn ( i) - 1 ) ≤ lim sup
i → ∞

d ( x m ( i) - 1，xn ( i) - 1 ) ≤ εk3. （8）
证明 因为

d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 ) ≤ k [ d ( xm ( i)，xn ( i) ) + d ( xn ( i)，xn ( i) - 1 ) ]，
因此根据式（1） ~（2），得

lim sup
i → ∞

d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 ) ≤ k lim sup
i → ∞

d ( xm ( i)，xn ( i) ) ≤ εk2. （9）
又因为

d ( xm ( i)，xn ( i) ) ≤ k [ d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 ) + d ( xn ( i)，xn ( i) - 1 ) ]，
因此再次根据式（1） ~（2），也有

ε ≤ lim inf
i → ∞ d ( xm ( i)，xn ( i) ) ≤ k lim infi → ∞ d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 ).

于是得
ε
k
≤ lim inf

i → ∞ d ( xm ( i)，xn ( i) - 1 ). （10）
结合式（9） ~（10）可知式（6）成立。类似地，可证明式（7）及式（8）。

定义 3[11 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间。称一对映射 f，g：X → X是相容的是指当X中序列 { xn}
满足 lim

n → ∞ fxn = limn → ∞ gxn = t (某个 t ∈ X）时 lim
n → ∞ d ( fgxn，gfxn ) = 0 .

定义 4 [17 ] 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间。称一对映射 f，g：X → X是弱相容的是指当 fx = gx
（x ∈ X）时 fgx = gfx .

定义 5[18 ] 设X是非空集合且 f，g：X → X是两个自映射。如果存在 u，x ∈ X使得 u = fx = gx，则称 x为

f和g的重合点，u是 f和g的重合的点。

引理 5[18 ] 设X是非空集合且 f，g：X → X是弱相容的。如果 u是 f和 g的唯一的重合的点，则 u是 f和 g

的唯一公共不动点。

定义6 ϕ ∈ Φ ⇔ ϕ：[ 0，+ ∞) → [ 0，+ ∞)是上半连续的非递减函数使得ϕ ( t ) = 0当且仅当 t = 0 .
注记1 弱相容概念明显弱于相容概念。

2 公共不动点

定理 1 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间，f，g，S，T：X → X是 4个映射使其满足 fX ⊆ TX和 gX ⊆ SX.
假设对任何 x，y ∈ X，

k4d ( fx，gy ) ≤ ϕ (max { d (Sx，Ty )，d ( fx，Sx )，d (gy，Ty )，12 [ d (Sx，gy ) + d ( fx，Ty ) ] })， （11）
其中ϕ ∈ Φ是满足定义6的函数且满足对任何 t > 0，ϕ ( t ) < t. 如果{ fX，gX，SX，TX }之一是完备的且{ f，S }及
{ g，T }分别是弱相容的。则{ f，g，S，T }在X中存在唯一公共不动点。

证明 取 x0 ∈ X。根据 fX ⊆ TX及gX ⊆ SX，可构造两个序列{ xn}和{ yn}使其满足

y2n = fx2n = Tx2n + 1， y2n + 1 = gx2n + 1 = Sx2n + 2， n = 0，1，2，⋯. （12）
根据式（11） ~（12），

k4d ( y2n，y2n + 1 ) ≤ ϕ (max { d (Sx2n，Tx2n + 1 )，d ( fx2n，Sx2n )，d (gx2n + 1，Tx2n + 1 )，
1
2 [ d (Sx2n，gx2n + 1 ) + d ( fx2n，Tx2n + 1 ) ] })
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= ϕ (max { d ( y2n - 1，y2n )，d ( y2n + 1，y2n )，12 d ( y2n - 1，y2n + 1 ) })
≤ ϕ (max { d ( y2n - 1，y2n )，d ( y2n + 1，y2n )，k2 [ d ( y2n - 1，y2n ) + d ( y2n，y2n + 1 ) ] }).

（13）

如果存在某个n使得d ( y2n - 1，y2n ) < d ( y2n，y2n + 1 )，则根据式（13）和ϕ ∈ Φ的性质，将得

k4d ( y2n，y2n + 1 ) ≤ ϕ (kd ( y2n，y2n + 1 )) < kd ( y2n，y2n + 1 ).
再利用d ( y2n，y2n + 1 ) > 0可知 k < 1，这与 k ≥ 1相矛盾。因此对任何n，d ( y2n - 1，y2n ) ≥ d ( y2n，y2n + 1 ).

于是再次根据式（13）得
k4d ( y2n，y2n + 1 ) ≤ ϕ (kd ( y2n - 1，y2n ))， n = 1，2，3，⋯. （14）

类似地，可得
k4d ( y2n - 1，y2n ) ≤ ϕ (kd ( y2n - 2，y2n - 1 ))， n = 1，2，3，⋯. （15）

由式（14） ~（15），得
k4d ( yn，yn + 1 ) ≤ ϕ (kd ( yn - 1，yn ))， n = 1，2，3，⋯. （16）

如果存在自然数N使得 d ( yN，yN + 1 ) = 0，则根据式（16）及ϕ ∈ Φ的性质，对所有自然数 n ≥ N，都有

d ( yn，yn + 1 ) = 0，于是 { yn}可看做常序列，因此它是柯西序列。所以可假设对所有 n，d ( yn，yn + 1 ) > 0. 此时，

利用式（16）得
k4d ( yn，yn + 1 ) ≤ ϕ (kd ( yn - 1，yn )) < kd ( yn - 1，yn )， n = 1，2，3，⋯.

因此

d ( yn，yn + 1 ) < 1k3 d ( yn - 1，yn ) ≤ d ( yn - 1，yn )， n = 1，2，3，⋯.
该说明数列{ d ( yn - 1，yn ) }是非递增的非负实数数列。因此存在实数u ≥ 0满足 lim

n → ∞ d ( yn - 1，yn ) = u.
如果u > 0，则在式（16）的两边取极限并利用ϕ ∈ Φ的性质得到

lim sup
n → ∞

k4d ( yn，yn + 1 ) ≤ lim sup
n → ∞

ϕ (kd ( yn - 1，yn )) ≤ ϕ ( lim sup
n → ∞

kd ( yn - 1，yn ))，
即有

k4u ≤ ϕ (ku ) < ku.
因此 k < 1 . 这与 k ≥ 1相矛盾，于是必有

lim
n → ∞ d ( yn - 1，yn ) = u = 0. （17）

现在，证明 { yn}是柯西序列。否则，根据式（17）及引理 4，存在 ε > 0及 { yn}的两个子序列 { yn ( i)}和
{ ym ( i)}使得4个序列

d ( ym ( i)，yn ( i) )， d ( ym ( i)，yn ( i) - 1 )， d ( ym ( i) - 1，yn ( i) )， d ( ym ( i) - 1，yn ( i) - 1 )
满足式（2）和式（6） ~（8）。

因为式（17）成立，可假设m ( i )和 n ( i )的奇偶性不同。不失一般性，令m ( i )是偶数，n ( i )是奇数。

根据式（11），
k4d ( ym ( i)，yn ( i) ) = k4d ( fxm ( i)，gxn ( i) )

≤ ϕ (max { d (Sxm ( i)，Txn ( i) )，d ( fxm ( i)，Sxm ( i) )，d (gxn ( i)，Txn ( i) )，12 [ d (Sxm ( i)，gxn ( i) ) + d ( fxm ( i)，Txn ( i) ) ] })
= ϕ (max { d ( ym ( i) - 1，yn ( i) - 1 )，d ( ym ( i)，ym ( i) - 1 )，d ( yn ( i)，xn ( i) - 1 )，12 [ d ( ym ( i) - 1，yn ( i) ) + d ( ym ( i)，yn ( i) - 1 ) ] }).

（18）
因此利用引理 3~引理 4，由式（18）得到

εk4 ≤ k4 lim inf
i → ∞ d ( ym ( i)，yn ( i) )

≤ k4 lim sup
i → ∞

d ( ym ( i)，yn ( i) )
≤ ϕ (max { lim sup

i → ∞
d ( ym ( i) - 1，yn ( i) - 1 )，lim sup

i → ∞
d ( ym ( i)，ym ( i) - 1 )，lim sup

i → ∞
d ( yn ( i)，yn ( i) - 1 )，

1
2 [ lim supi → ∞

d ( ym ( i) - 1，yn ( i) ) + lim sup
i → ∞

d ( ym ( i)，yn ( i) - 1 ) ] }) (19)
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= ϕ (max { εk3，0，εk2}) = ϕ (εk3 ) < εk3.
该式推出 k < 1，这与 k ≥ 1相矛盾。于是{ yn}是柯西序列。

假设 TX是完备的，则存在 u ∈ TX和 v ∈ X使得 y2n = fx2n = Tx2n + 1 → u = Tv（当 n → ∞时）。因此

d ( y2n + 1，u ) ≤ k [ d ( y2n + 1，y2n ) + d ( y2n，u ) ]导出 y2n + 1 → u = Tv（当 n → ∞时）。（如果 fX是完备的，则存在

u ∈ fX ⊆ TX使得 y2n = fx2n → u（当n → ∞时）。因此结论仍然成立。）

如果d (u，gv ) > 0，则根据引理1及式（11）得到

k3d (u，gv ) = k4 d (u，gv )
k

≤ k4 lim sup
n → ∞

d ( fx2n，gv )
≤ ϕ (max { lim sup

n → ∞
d (Sx2n，Tv )，lim sup

n → ∞
d ( fx2n，Sx2n )，lim sup

n → ∞
d (gv，Tv )，

1
2 [ lim supn → ∞

d (Sx2n，gv ) + lim sup
n → ∞

d ( fx2n，Tv ) ] })
≤ ϕ (max { kd (u，Tv )，k2d (u，u )，d (u，gv )，12 [ kd (u，gv ) + kd (u，Tv ) ] })
≤ ϕ (max { d (u，gv )，k2 d (u，gv ) })
< max {1，k2 } d (u，gv ).

这推出 k < 1，这与 k ≥ 1相矛盾。于是必有gv = u = Tv，即u是 g和T的重合的点。

因为u = gv ∈ gX ⊆ SX，因此w ∈ X使得u = Sw. 如果d (u，fw ) > 0，则再次根据引理1及式（11）得到

k3d ( fw，u ) = k4 d ( fw，u )
k

≤ k4 lim sup
n → ∞

d ( fw，gx2n + 1 )
≤ ϕ (max { lim sup

n → ∞
d (Sw，Tx2n + 1 )，lim sup

n → ∞
d ( fw，Sw )，lim sup

n → ∞
d (gx2n + 1，Tx2n + 1 )，

1
2 [ lim supn → ∞

d (Sw，gx2n + 1 ) + lim sup
n → ∞

d ( fw，Tx2n + 1 ) ] })
≤ ϕ (max { kd (Sw，u )，d ( fw，u )，k2d (u，u )，12 [ kd (Sw，u ) + kd ( fw，u ) ] })
< max {1，k2 } d ( fw，u ).

该式也导出与 k ≥ 1相矛盾的结果 k < 1. 于是 fw = u = Sw，即u是 f和S的重合的点。

如果 z是 f和S的另一个重合的点，则d (u，z ) > 0且存在 x ∈ X使得 z = fx = Sx. 根据式（11），

k4d ( fx，gv ) ≤ ϕ (max { d (Sx，Tv )，d ( fx，Sx )，d (gv，Tv )，12 [ d (Sx，gv ) + d ( fx，Tv ) ] }).
因此

k4d ( z，u ) ≤ ϕ (d ( z，u ) ) < d ( z，u ).
这也是矛盾。因此 u是 f和 S的唯一重合的点，于是根据引理 5知 u是 f和 S的唯一公共不动点。类似地，u

是g和T的唯一公共不动点。显然u是{ f，g，S，T }的唯一公共不动点，因此省去其证明过程。

类似地可证明，当gX或SX完备时，同样成立相同的结果。

例 1 设X = [ 0，1]赋予 b-度量 d ( x，y ) = ( x - y )2，x，y ∈ X，则 (X，d )是具有 k = 2的 b-度量空间。定义X

上的4个自映射 f，g，S，T：

f ( x ) = ( )x4
8
， x ∈ [ 0，1)， f (1) = 0； g ( x ) = ( )x4

4
， x ∈ [ 0，1)， g (1) = 0；

S ( x ) = ( )x4
4
， x ∈ [ 0，1)， S (1) = 0； T ( x ) = ( )x4

2
， x ∈ [ 0，1)， T (1) = 0.

则 fX ⊆ TX且 gX ⊆ SX. fx = Sx当且仅当 x = 0，1且 gx = Tx当且仅当 x = 0，1，因此 { f，S }和 { g，T }分别是弱
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相容的。又 f，g，S，T在 [ 0，1]上都是非连续的。取ϕ ( t ) = t
1 + t，t ∈ [ 0，+ ∞)，则显然ϕ ∈ Φ.

令

M ( f，g，S，T，x，y ) = max { d (Sx，Ty )，d ( fx，Sx )，d (gy，Ty )，12 [ d (Sx，gy ) + d ( fx，Ty ) ] }，x，y ∈ X.
如果 x = y = 1，则式（11）成立。如果 x = 1，y ∈ [ 0，1)，则

k4d ( fx，gy ) = 24 ( y4 )
8
= y846 ≤

y4

44 + y4 =
( )y4

4

1 + ( )y4
4 = ϕ (d (Sx，Ty ) ) ≤ ϕ (M ( f，g，S，T，x，y ) ).

如果 x ∈ [ 0，1)，y = 1，则

k4d ( fx，gy ) = 24 ( x4 )
16
= x16414 ≤

x8

48 + x8 =
( )x4

8

1 + ( )x4
8 = ϕ (d (Sx，Ty ) ) ≤ ϕ (M ( f，g，S，T，x，y ) ).

如果 x ≠ 1，y ≠ 1，则

k4d ( fx，gy ) = 24 é
ë
êê( x4 )

8
- ( y4 )

4ù

û
úú

2

= 24 é
ë
êê( x4 )

4
+ ( y4 )

2ù

û
úú

2
é

ë
êê( x4 )

4
- ( y4 )

2ù

û
úú

2

< ( 1764 )
2 é

ë
êê( x4 )

4
- ( y4 )

2ù

û
úú

2

，

且

ϕ (d (Sx，Ty ) ) =
é

ë
êê

ù

û
úú( )x4

4
- ( )y4

2 2

1 + é
ë
êê

ù

û
úú( )x4

4
- ( )y4

2 2 ≥
é

ë
êê

ù

û
úú( )x4

4
- ( )y4

2 2

1 + é
ë
êê

ù

û
úú( )14

4
+ ( )14

2 2 > 12
é

ë
êê( x4 )

4
- ( y4 )

2ù

û
úú

2

.

因此

k4d ( fx，gy ) < ( 1764 )
2 é

ë
êê( x4 )

4
- ( y4 )

2ù

û
úú

2

< 12
é

ë
êê( x4 )

4
- ( y4 )

2ù

û
úú

2

< ϕ (d (Sx，Ty ) ) ≤ ϕ (M ( f，g，S，T，x，y ) ).
于是，f，g，S，T，ϕ满足定理 1的所有条件，故 f，g，S，T有唯一公共不动点0 .

定理 2 设 (X，d )是具有 k ≥ 1的 b-度量空间，f，g，S，T：X → X是 4个映射使其满足 fX ⊆ TX和 gX ⊆ SX.
假设对任何 x，y ∈ X，

k3d ( fx，gy ) ≤ a1d (Sx，Ty ) + a2d ( fx，Sx ) + a3d (gy，Ty ) + a4d (Sx，gy ) + a5d ( fx，Ty )， （20）
其中 a1，a2，a3，a4，a5 ≥ 0满足 a1 + a2 + a3 + 2kmax { a4，a5} < k2 . 如果 { fX，gX，SX，TX }中任何一个是完备的

且{ f，S }及{ g，T }分别是弱相容的。则{ f，g，S，T }在X有唯一公共不动点。

证明 考虑满足式（12）的两个序列{ xn}和{ yn}. 根据式（20），

k3d ( y2n，y2n + 1 ) = k3d ( fx2n，gx 2n + 1 )
≤ a1d (Sx2n，Tx2n + 1 ) + a2d ( fx2n，Sx2n ) + a3d (gx2n + 1，Tx2n + 1 ) + a4d (Sx2n，gx2n + 1 ) + a5d ( fx2n，Tx2n + 1 )
= a1d ( y2n - 1，y2n ) + a2d ( y2n，y2n - 1 ) + a3d ( y2n + 1，y2n ) + a4d ( y2n - 1，y2n + 1 )
≤ a1d ( y2n - 1，y2n ) + a2d ( y2n，y2n - 1 ) + a3d ( y2n + 1，y2n ) + ka4 [ d ( y2n - 1，y2n ) + d ( y2n，y2n + 1 ) ] .

因此得到

d ( y2n，y2n + 1 ) ≤ a1 + a2 + ka4k3 - a3 - ka4 d ( y2n - 1，y2n )， n = 1，2，3，⋯. （21）
类似地，得到

d ( y2n + 1，y2n + 2 ) ≤ a1 + a3 + ka5k3 - a2 - ka5 d ( y2n，y2n + 1 )， n = 1，2，3，⋯. （22）
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令λ = max{a1 + a2 + ka4k3 - a3 - ka4，
a1 + a3 + ka5
k3 - a2 - ka5}，则由式（21） ~（22）可得

d ( yn，yn + 1 ) ≤ λd ( yn - 1，yn ) ≤ ⋯ ≤ λnd ( y0，y 1 )， n = 1，2，3，⋯. （23）
根据a1 + a2 + a3 + 2kmax { a4，a5} < k2，可得

ka1 + ka2 + a3 + k (k + 1)a4 ≤ ka1 + ka2 + ka3 + 2k2a4 < k3，
和

ka1 + a2 + ka3 + k (k + 1)a5 ≤ ka1 + ka2 + ka3 + 2k2a5 < k3.
由上两式得 k

a1 + a2 + ka4
k3 - a3 - ka4 < 1，k

a1 + a3 + ka5
k3 - a2 - ka5 < 1. 于是，kλ < 1且λ ∈ [ 0，1).

设n > m，则
d ( ym，yn ) ≤ kd ( ym，ym + 1 ) + k2d ( ym + 1，ym + 2 ) + ⋯ + kn - m - 1d ( yn - 2，yn - 1 ) + kn - m - 1d ( yn - 1，yn ).

因此根据式（23）及 kλ < 1得
d ( ym，yn ) ≤ [ kλm + k2λm + 1 + ⋯ + kn - m - 1λn - 2 ]d ( y0，y1 ) + kn - m - 1λn - 1d ( y0，y1 )

≤ [ kλm + k2λm + 1 + ⋯ + kn - m - 1λn - 2 ]d ( y0，y1 ) + kn - mλn - 1d ( y0，y1 )
≤ kλm [ 1 + (kλ) + (kλ) 2 + ⋯ ]d ( y0，y1 )
= kλm

1 - kλ d ( y0，y1 ) → 0 (当m → ∞时 ).
于是{ yn}是柯西序列。

假设 TX是完备的，则存在 u ∈ TX和 v ∈ X使得 y2n = fx2n = Tx2n + 1 → u = Tv（当 n → ∞时）。因此

d ( y2n + 1，u ) ≤ k [ d ( y2n + 1，y2n ) + d ( y2n，u ) ]导出 y2n + 1 → u = Tv（当 n → ∞时）。（如果 fX是完备的，则存在

u ∈ fX ⊆ TX使得 y2n = fx2n → u（当n → ∞时）。因此结论仍然成立。）

如果d (u，gv ) > 0，则根据引理 1和式（20），得

k2d (u，gv ) = k3 d (u，gv )
k

≤ k3 lim sup
n → ∞

d ( fx2n，gv )
≤ a1 lim sup

n → ∞
d (Sx2n，Tv ) + a2 lim sup

n → ∞
d ( fx2n，Sx2n ) + a3 lim sup

n → ∞
d (gv，Tv )

+a4 lim sup
n → ∞

d (Sx2n，gv ) + a5 lim sup
n → ∞

d ( fx2n，Tv )
≤ a1kd (u，Tv ) + a2k2d (u，u ) + a3d (gv，Tv ) + a4kd (u，gv ) + a5kd (u，Tv )
= (a3 + ka4 )d (u，gv ).

因此 k2 ≤ a3 + ka4 ≤ a1 + a2 + a3 + 2kmax { a4，a5} < k2，这是一个矛盾。于是必有 gv = u = Tv，即 u是 g和

T的重合的点。

因为u = gv ∈ gX ⊆ SX，存在w ∈ X使得u = Sw . 如果d (u，fw ) > 0，则根据引理1和式（20），得到

k2d ( fw，u ) = k3 d ( fw，u )
k

≤ k3 lim sup
n → ∞

d ( fw，gx2n + 1 )
≤ a1 lim sup

n → ∞
d (Sw，Tx2n + 1 ) + a2 lim sup

n → ∞
d ( fw，Sw ) + a3 lim sup

n → ∞
d (gx 2n + 1，Tx2n + 1 )

+a4 lim sup
n → ∞

d (Sw，gx2n + 1 ) + a5 lim sup
n → ∞

d ( fw，Tx2n + 1 )
≤ a1kd (Sw，u ) + a2d ( fw，Sw ) + a3k2d (u，u ) + a4kd (Sw，u ) + a5kd ( fw，u )
= (a2 + ka5 )d ( fw，u ).

因此 k2 ≤ a2 + ka5 ≤ a1 + a2 + a3 + 2kmax { a4，a5} < k2，这也是一个矛盾。于是 fw = u = Sw，即 u是 f和 S

的重合的点。

如果 z是另一个 f和S的重合的点，则d (u，z ) > 0且存在 x ∈ X使得 z = fx = Sx. 则根据式（20），

k3d ( fx，gv ) ≤ a1d (Sx，Tv ) + a2d ( fx，Sx ) + a3d (gv，Tv ) + a4d (Sx，gv ) + a5d ( fx，Tv )，
整理得
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k3d ( z，u ) ≤ (a1 + a4 + a5 )d ( z，u ).
因此 k3 ≤ a1 + a4 + a5 ≤ a1 + a4 + a3 + 2kmax { a4，a5} < k2，于是 k < 1，这又是一个矛盾。于是 f和 S只有唯

一的重合的点。所以根据引理5和{ f，S }的弱相容性可知 u是 f和 S的唯一公共不动点。类似地，u也是 g和

T的唯一公共不动点，因此u是{ f，g，S，T }的公共不动点。显然u是{ f，g，S，T }的唯一公共不动点。

类似地，可证明当gX或SX是完备时成立相同的结论，在此省略。
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